1 skyrius

Algoritmy sudarymo budai

1.1. Algoritmy sudétingumo analizé

Algoritmas yra tiksliai apibrézta skai¢iavimo procedura, kuria, imdami
pradinius duomenis ir atlike baigtinj skaic¢iy operacijy, gauname rezultatus.
Skaiciavimo procedura galime suprasti kaip kompiuterio programa, uzrasyta
viena i$ programavimo kalby.

Pradiniy duomeny skaic¢ius yra labai svarbi uzdavinio charakteristika,
nes, aisku, kad kuo daugiau duomeny, tuo daugiau kompiuterio atminties
reikia duomeny saugojimui ir, dazniausiai, ilgiau vykdoma skaic¢iavimo pro-
grama. Pavyzdziui:

o vektoriaus X duomeny dydis yra lygus jo elementy skaiciui n,
e matricos A, turinc¢ios m eiluciy ir n stulpeliy, dydis yra mn,
o grafo G = (V, E), kurio virsuniy V' skai¢ius n, o briauny aibés E dydis

m, pradiniy duomeny skai¢ius yra m + n.

Nors duomeny skaicius ir chrakterizuoja uzdavinio dydj, tac¢iau vien tik
sis skaic¢ius dar neapibudina algoritmo sudétingumo. Nagrinékime du svar-
bius matricy veiksmus: dviejy matricy sumos A+ B ir sandaugos AB skaici-
avima. Tegul matricy dydis yra n eiluciy ir n stulpeliy, t.y. turime n x n
dydzio matricas.

Nagrinékime matricy sumos A + B skaic¢iavimo algoritma

C=A+B, C:(Cij), 1<4,j<n,

Cij = Qjj + bij .
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Taigi viso atliekame n? sumavimo veiksmy. Sj kartg veiksmy skaicius yra

tos pacios eilés dydis, kaip ir pradiniy duomeny skaicius (matricy koeficienty
yra 2n?).

Dabar nagrinékime dviejy matricy sandaugos C = AB skaic¢iavimo al-
goritma

n
Cz’j:Zaikbkj, 1§Z,j<n

k=1
2

Viso atlieckame n? daugybos ir n?(n — 1) sumavimo veiksmy, arba 2n3 —n
aritmetiniy veiksmuy.

Taigi matome, kad dviejy matricy daugybos veiksmas yra sudétingesnis
uz juy sumos skai¢iavima. Abiejy operacijy sudétinguma jvertinome panau-
dodami kiekybinj mata — aritmetiniy veiksmuy skai¢iy. Taciau ne visiems
algoritmams tinka Sis matas, pavyzdziui duomeny rusiavimo ir paieskos al-
goritmuose svarbiausi yra duomeny palyginimo ir sekos elementy keitimo
vietomis veiksmai. Todél naudosime tokj bendra apibrézima.

Algoritmo sudétingumas yra lygus to algoritmo baziniy veiksmy skai¢iui.

Svarbu, kad taip apibréztas algoritmo sudétingumas nepriklauso nuo
konkretaus kompiuterio ypatybiy. Tada uzdavinio dydziu (arba apimtimi)
vadiname geriausio zinomo jo sprendimo algoritmo sudétinguma.

Nagrinédami bet kokj algoritma, jvertiname atliekamy aritmetiniy veiks-
my skaic¢iy arba bent svarbiausia jy dalj. Tada, remdamiesi Sia informa-
cija, tiksliai prognozuojame algoritmo realizacijos laika. Pavyzdziui, zi-
nome, kad, Gauso algoritmu spresdami N tiesiniy lygciy sistema, atliekame
%N 34+ O(N?) aritmetiniy veiksmy. Remdamiesi §ia formule, jvertiname, jog,
spresdami dvigubai didesne 2N tiesiniy lygéiy sistema, sugaisSime astuonis
kartus daugiau laiko, ir Sis teiginys yra teisingas kiekvienam kompiuteriui.
Be to, jei sudarysime kita algoritma, kurio aritmetiniy veiksmy jvertis yra
%N 3 4 O(N?), tai galime numatyti, jog pakankamai didele tiesiniy lygéiy
sistema Siuo algoritmu iSspresime % karto grei¢iau nei Gauso algoritmu.

1.1.1. Algoritmo sudétingumo jverciy tipai

Tarkime, kad algoritmo T pradiniy duomeny skaic¢ius yra n. Tada
jo sudétinguma zymeésime T'(n). Tacdiau algoritmo sudétingumas daznai
priklauso ne tik nuo pradiniy duomeny skaic¢iaus, bet ir nuo siy duomeny
pasiskirstymo. Pavyzdziui, rusiuojant skai¢iy masyva, algoritmo vykdymo
trukmé smarkiai skirsis, kai pradiniai duomenys yra atsitiktinai pasiskirste
ir kai jie jau beveik surusiuoti.
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Pazymékime D,, visy pradiniy duomeny varianty aibe, kai kiekviename
variante yra n duomeny ir jie priklauso A aibei:

Dy, ={d,=(a1,0a2,...,a,), a; €A, j=1,2,...,n}.

Tada apibréziame tris svarbius algoritmo sudétingumo jvercius:

e geriausiojo atvejo sudétinguma

Ta(n) = dnéig T(d,),

e blogiausiojo atvejo sudétinguma

Tg(n) = Jnax T(dy),

o vidutinj (arba tikéting) algoritmo sudétinguma

Tv(n) = Z p(dn) T(dn)a

dn€Dp

¢ia p(d,) yra pradiniy duomeny d,, atvejo tikimybé. Aisku, kad tei-
singa tokia normavimo salyga

> pldn) =1.

dn€Dn,

Dazniausiai yra sunku jvertinti kiekvieno duomeny pasiskirstymo pasirody-
mo tikimybe, tada remsimeés prielaida, kad visi atvejai yra vienodai tikétini

Asimptotiniai jverciai
Pateiksime standartinius asimptotiniy jverciy zymeéjimus.

Tegul f = f(n) ir ¢ = g(n) yra dvi funkcijos, kurios yra apibréztos
naturiniy skaiciy aibéje, o juy reikSmeés visada yra teigiami skaiciai.
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Asimptotinis virsutinis jvertis

Sakysime, kad f(n) = O(g(n)) (skaitome "o-didysis nuo g(n)"), jei eg-
zistuoja tokia teigiama konstanta c ir toks natirinis skaicius ng, kad galioja
nelygybés:

0< f(n) <eg(n), n=ng.
Asimptotinis virSutinis jvertis reiskia, kad funkcija f(n) didéja negreiciau,
nei funkcija cg(n).

Pavyzdziui, imkime f(n) = (n + 2)? ir parodykime, kad f = O(n?).
Isitikinkime, kad

f(n) <4n?, kai n>2.

Nesunku patikrinti (pvz. matematinés indukcijos metodu), kad

4n+1)<3n% kain>2,
todél gauname tokius jvercius

f(n)=n?>4+4n+4<n?+3n% <4n?.

Konstantg ¢ galime ir sumazinti, jei padidinsime ng, pavyzdziui

4n+1)<n? kain>5,
todél

f(n) =n’4+4dn+4<n®+n?<2m?, n>5.

Taciau asimptotinio jvercio egzistavimui yra svarbu tik tai, kad radome kon-
stantas c ir ng.

Tokie jveréiai nebutinai yra vieninteliai, pavyzdziui teisingas ir jvertis

(n+2)° = 0(n%),
taciau jis yra grubesnis uz anksciau gautajj jvertj.

Algoritmy sudétingumo asimptotiniai jverciai yra svarbus, kai duomeny
skaicius n yra didelis. Tada rinksimés tokius algoritmus, kuriy sudétingumo
funkcija didéja léciau. Jei duomeny yra nedaug, tai greitesnis gali buti ir
algoritmas, kurio asimptotinis jvertis yra blogesnis. Pavyzdziui nagrinékime
dvi funkcijas

f(n) =20n, g(n)= énQ.

Aigku, kad f = O(n) yra lédiau didéjanti funkcija, nei g = O(n?), bet

1
5712 < 20n, kai n < 100.
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Asimptotinis apatinis jvertis

Sakysime, kad f(n) = Q(g(n)) (skaitome "omega-didzioji nuo g(n)"), jei
egzistuoja tokia teigiama konstanta c, kad be galo dideliam skaiciui skirtingy
naturiniy n galioja nelygybés:

f(nj) =cg(n;), j=1,2,...,00,

¢ia njy1 > nj. Jeigu asimptotinis virsutinis rézis parodo algoritmo skaiciav-
imo apimties virSutinj rézj, tai apatinis rézis padeda jvertinti neiSvengiamus
algoritmo realizacijos kastus.

Kai kada ir asimptotinio apatinio jver¢io apibrézime yra reikalaujama,
kad nelygybé galioty visoms pakankamai dideléms n reikSméms:

f(n) > eg(n), n>no.

Taciau tada negalime gauti gero apatinio jverc¢io daugeliui algoritmy, kuriy
skaic¢iavimo apimtis yra daug mazesné daliai pradiniy duomeny, bet ne
visiems.

1.1 pavyzdys. Asimptotinio apatinio jvercio radimas. Tarki-
me, kad algoritmo sudétingumo funkcija yra tokia:

n+7 n=2%k k=12 ...,
T(n) =
n4+n—-3, n=2k+1.

Tada gauname, kad T'(n) = Q(n?) pirmojo apibrézimo prasme, bet
naudodami antrajj apibrézima galime jrodyti tik silpnesnj jvertj
T(n) = Q(n).

Asimptotiskai grieztas jvertis

Sakysime, kad f(n) = O(g(n)), jei egzistuoja tokios teigiamosios kon-
stantos ¢y, co ir toks naturalusis skaiéius ng, kad galioja nelygybeés:

0<ecrg(n) < f(n)<ecxg(n), n=ne.

Nykstamai maza funkcija

Sakysime, kad f(n) = o(g(n)) (skaitome "o-mazoji nuo g(n)"), jei bet
kokiai teigiamajai konstantai ¢ egzistuoja toks naturalusis skaicius ng, kad
galioja nelygybés:

0< f(n)<cg(n), n>ng.
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Ekvivalenty apibrézima gauname naudodami funkcijy ribas:

fn) _

oo g(n)

1.1.2. Algoritmo sudétingumo jvertinimo metodai

Sudarydami daugelio uzdaviniy sprendimo algoritmus naudojame rekur-
sijos ir uzdavinio dalijimo j mazesnius uzdavinius metodus. Tirdami tokiy
algoritmy sudétinguma turime spresti tiesines skirtumy lygtis. Susipazin-
sime su svarbiausiais tokiy lygciy sprendimo metodais.

Nagrinékime algoritma, kurio sudétingumo funkcija yra

c, jein=1,
T(n)=
T(n—1)+d, jein>1.
Tokiu algoritmu skai¢iuojame faktorialo n! reikSmes, naudodami rekursija.
Gautaja lygti spreskime lygties eilés mazinimo metodu. [state pagrindine
formule vietoj T'(n — 1), gauname lygybe:
Tn)=Tn—-1)+d=T(n—2)+2d.
Tesdami 8§} procesa jvertiname T'(n):

Tn)=T1)+(n—1)d=(n—-1)d+c,

taigi jrodéme, kad T'(n) = O(n).

Mazoruojanciy funkcijy metodas. Daznai pavyksta rasti tik funkcija
f(n), kuri jvertina T'(n) i$ virsaus:

T(n) < f(n), kai n>ng.

Toks metodas vadinamas mazoruojanciy funkcijy metodu.

Lygties eilés mazinimo metodas. Tai gana bendras metodas, jis lei-
dzia uzrasyti bendrajj skirtumy lygéiy sprendinj baigtiniy sumy pavidalu.
Nagrinékime algoritma, kurio sudétingumo funkcija yra:

c, jein=1,
T(n) =
al' (%) +d(n), jein>1.
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¢ia a, b ir ¢ yra konstantos, o d(n) — funkcija. Tokie algoritmai gaunami, pvz.
skaldyk ir valdyk metodu, kurj suformuluosime kitame skirsnyje ir daznai
naudosime spresdami jvairius uzdavinius. Siuo metodu n dydzio uzdavinj
iSskaidome j a mazesniy 7 dydzio uzdaviniy, kuriuos issprende ir atlike
papildomai d(n) veiksmy randame viso uzdavinio sprendinj.

Tarsime, kad n = b™, nes kaip tik tokie yra n, kai naudojame skaldyk ir
valdyk metodu sukonstruotus algoritmus. Pertvarkykime lygti mazindami
jos eile, tuo tikslu jrasykime T'(%) nario israiska i§ pagrindinés lygties, §j
procesa kartokime (m — 1) karta:

T(n) = aT(%) +d(n) = CL(CLT(%) + d(%)) +d(n)
= a2T(b%) + ad(%) +d(n)
= *T(35) + @?d(55) +ad(3) +d(n) = ...
m—1
=ca™ + Z ald(b™ 7).
=0

Gavome bendrajj lygties sprendinj. ISnagrinésime kelis atskirus atvejus, daz-
nai sutinkamus jvertinant jvairiy algoritmy sudétinguma.

Tarkime, kad a = 2 ir b = 2, o funkcija d(n) = gn:
T(n) = 27(3) + gn.

Tada gauname tokig algoritmo sudétingumo funkcija
m—1
T(n)=cn+ Zgn:cn+gnm:cn+gnlogn. (1.1)
j=0
Asimptotinio jver¢io T'(n) = O(nlogn) pagrindinj narj apibrézé nehomoge-
niné funkcija d(n) = gn, kuri jvertino atskiry sprendiniy sujungimo kastus.
Tarkime, kad funkcija d(n) didéja léc¢iau uz tiesing, t.y. d(n) = gn®, a <
1. Tada ir viso algoritmo sudétingumo funkcija yra tiesiné:

m—1 (1-a)j o(l—a)ym _ q
— mao —a)j mao
T(n)=cn+g2 502 cn+g2 DE
j:

n —n®
:anrgm:O(n).
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Jeigu a = b%, 0 B > 1 ir d(n) = gn, tai tada algoritmo sudétinguma
lemia koeficientas a (patikrinkite §j teiginj):

Rakite algoritmo sudétingumo funkcija, kai ir rezultaty sujungimo kastai
didéja netiesiskai d(n) = gn”.

1.2. Varianty perrinkimas

Spresdami daugelj uzdaviniy naudojame bendra principa — uzdavinj dali-
jame j mazesnes uzduotis, kurias iSsprende gauname viso uzdavinio sprendi-
nj. Varianty perrinkimo principas ypac iSpopuliaréjo, kai atsirado kompiute-
riai. Naudodami §j metoda susiduriame su dviem svarbiausiais uzdaviniais:

1. Kaip padalinti uzdavinj i baigtinj skai¢iy mazesniy uzduoéiy (vari-
antuy).

2. Kaip sumazinti nagrinéjamy varianty skaiciy, nes tiesioginis visy vari-
anty patikrinimas gali buti nejvykdomas net su greic¢iausiais superkom-
piuteriais.

Antraja problema sprendziame naudodami dinaminio programavimo, saky
ir réZiy metodus, kuriuos aptarsime kituose poskyriuose. Siame poskyryje
nagrinésime tik vieng pavyzdj, kai svarbiausia yra sudaryti visy varianty
aibe, o varianty perrinkimas yra atliekamas greitai.

1.2 pavyzdys. Kaip suzinoti Petro vaiky amziy? Susitiko du
senokai nesimate draugai — Jonas ir Petras. Pokalbio metu paaiskéjo,
kad si diena yra ypatinga Petrui, nes visi trys jo vaikai, Inga, Julija
ir Justas, siandien Svencia savo gimtadienius. Petras pasitulé Jonui,
geram matematikos zinovui, pabandyti atspéti, koks yra kiekvieno
vaiko amzius.

Norédamas palengvinti uzduotj jis nurodé, kad Justas yra nejau-
nesnis uz seseris, o Inga neturi jaunesnés sesers. Taip pat Petras pasa-
ké, kad sudaugine visy trijy vaiky metus gauname skaiciy 36. Siek tiek
pagalvojes Jonas pareiské, kad jam dar neuztenka informacijos. Tada
Petras nurodé, kad vaiky mety suma sutampa su namo, prie kurio
jie stovi, langy skaié¢iumi. Jonas vél pagalvojo ir pasaké, kad naujoji
informacija tikrai labai svarbi, bet jos visgi dar nepakanka, kad galéty
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pasakyti atsakyma. Todél reikéty mazos pagalbos. Naujoji Petro pa-
staba buvo trumpa: vyriausiojo vaiko akys yra mélynos. Suzinojes
tai, Jonas i$ karto pasaké kiekvieno vaiko amziy!

Pabandykime ir mes iSspresti §j uzdavinj. IS pirmosios salygos
suzinojome, kad triju vaiky mety sandauga yra lygi 36. Nesunku
patikrinti, kad yra tik astuoni skirtingi variantai, kai iSpildyta Si sa-
lyga, jie pateikti 1.1 lenteléje.

1.1 lentelé. AStuoni variantai, kai vaiky mety sandauga yra lygi 36
Vardas V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8

Inga 1 1 1 1 1 2 2 3
Julija 1 2 3 4 6 2 3 3
Justas 36 18 12 9 6 9 6 4

Kadangi turime padaryti prielaida, kad Jonas zino, kiek langy turi
namas, prie kurio susitiko draugai, tai iS antrosios salygos jis suzinojo
ir kam lygi vaiky mety suma. Taciau tokios informacijos jam vis dar
neuzteko, kad galéty pasakyti atsakyma. Apskaiciuokime kiekvieno
varianto vaiky mety suma:

1+1+36=238, 1-+2+18=21,
1+3412=16, 1+4+ 9=14,
1+64+ 6=13, 2+2+ 9=13,
243+ 6=11, 3+3+ 4=10.

Dabar tampa aisku, kad §i mety suma yra lygi 13, nes visais kitais
atvejais, pvz. jei vaiky mety suma buty lygi 14 ar 21, Jonas jau
zinoty ir kiekvieno vaiko amziy. Liko du variantai — (1, 6, 6) ir (2, 2,
9). Kadangi tik antruoju atveju Justas yra vyriausias vaikas (tai, kad
jo akys meélynos, aisku, neturi jokios reikSmés), darome isSvada, kad
Petras augina dvynukes Inga ir Julija, kurioms sukako dveji metukai,
ir devyneriy mety suny Justa.
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1.3. Rekursijos metodas

Rekursija yra patogus daugelio matematiniy objekty apibrézimo budas,
ji placiai naudojama ir sudarant bei realizuojant jvairius algoritmus. Ne-
siekdami grieztumo sakysime, kad objektas yra apibréztas rekursijos budu,
jei apibrézime vél naudojamas tas pats objektas.

1.3 pavyzdys. Faktorialas. Naturaliojo skaic¢iaus n € N faktoria-
las yra apibréziamas taip

| n-(n—1)" jei n>0,
nl =
1, jei n=0.
IS Sio apibrézimo gauname tokia lygybe
nl=n-(n—1)-(n—2)---2-1.
1.4 pavyzdys. Fibonacio skaiciai. Fibonacio skaiciai pirma karta
buvo panaudoti sudarant kiskiy populiacijos matematinius modelius.
Sj uzdavinj 13 amziaus pradzioje nagrinéjo italy matematikas Leonar-
das Fibonacis (it. Leonardo Fibonaci). Skaiciai sutinkami jvairiuose

informatikos algoritmuose bei algoritmy sudétingumo analizéje. Jie
apibréziami tokiu budu:

f0:17 flz]-

Abiejuose pavyzdziuose matome tipiska rekursijos struktura:

fnfl +fn72, jei n > 1a
fn:

o objektas, priklausantis nuo parametro, yra apibréziamas naudojant ta
patj objekta ar objektus, tik su kitomis parametro reikSmémis;

e nurodoma rekursijos pabaiga ir uzduodamos pradinés salygos, Siy sa-
lygu skaic¢ius sutampa su rekursijos gyliu.

Rekursija naudosime sudarydami duomeny ruasiavimo, informacijos pa-
ieskos algoritmus, ja grindziami dinaminiy duomeny struktury pagrindiniai
metodai.

1.3.1. Rekursijos algoritmy analizé

Siame paragrafe pateiksime pavyzdziy is kity informatikos, skai¢iuojamo-
sios matematikos sric¢iy, taip pat parodysime, kaip rekursija padeda isspresti
loginiy zaidimy ir galvosukiy uzduotis.
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C
a) fi%
A B C
b)
1 A ] | S ] | . ]

c)

1.1 pav. Hanojaus bokstai: a) pradiné padétis , b) ziedy padétis po antrojo Zingsnio,
c) zaidimas baigtas

Hanojaus bokstai. Jau senovés Kinijoje buvo sprendziamas toks zaidi-
mas: turime tris virbus A, B ir C. Ant A virbo yra suverti n skirtingo di-
ametro ziedai: apacioje yra didziausias ziedas, ant jo uzétas mazesnis ir taip
toliau iki maziausio, kuris patalpintas virsuje. Siuos ziedus reikia perkelti
ant kito virbo C, kai ant virsaus galima déti tik mazesnio diametro zieda
(zr. 1.1a paveiksla).

Sio zaidimo strategija labai patogu apibrézti naudojant rekursija:

1. Pirmiausia laikydamiesi taisykliy perkeliame (n — 1) virSutinius A Zie-
dus ant B virbo, o C' virbu naudojameés kaip pagalbiniu.

2. Tada perkeliame nuo A ant B paskutinj didziausia zieda (zr. 1.1b
paveiksla).

3. Paskutiniame zingsnyje tuo paciu budu perkeliame ziedus nuo C' ant
B virbo, o A naudojame kaip pagalbinj (zr. 1.1¢ paveiksla).

Algoritmo struktura yra labai paprasta ir akivaizdi, ji pateikta 1.2 paveiksle.
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Hanojaus boksty uzdavinio sprendimo algoritmas

1.5 pavyzdys. Trijy zZiedy uzdavinio analizé.
kursinj algoritma, tris ziedus perkeliame tokia tvarka:
1.

A A

7.

HanojausBokstai (n, A, B, C)

(1) if (( n>0 )

(2)  HanojausBokstai (n-1, A, C, B);
(3)  move (A, B);

(4)  HanojausBokstai (n-1, C, B, A);
(5) end if

end HanojausBokstai

1.2 pav. Hanojaus boksty uzdavinio sprendimo algoritmas

Ziedas nuo A virbo perkeliamas ant B virbo.
Ziedas nuo C' virbo perkeliamas ant B virbo.
Ziedas nuo A virbo perkeliamas ant C virbo.
Ziedas nuo B virbo perkeliamas ant A virbo.
Ziedas nuo B virbo perkeliamas ant C virbo.

Ziedas nuo A virbo perkeliamas ant C' virbo.

Ziedas nuo A virbo perkeliamas ant C virbo.

Naudodami re-

Trijy ziedy uzdavinj nesunkiai iSspestume ir nenaudodami rekursinio
algoritmo, bet pastarasis efktyviai sprendzia uzdavinj ir kai turime

daug

ziedy.

Yra daug uzdaviniy, kai rekursija yra patogi apibréziant naujus objektus,
bet juy realizavimo algoritmai néra efektyvus. Todél svarbu iSmokti, kaip
kitais budais galima realizuoti rekursijos funkcijas.
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Veél nagrinékime faktorialo skaic¢iavimo uzduotj. Tada n! reiksme galime
skaic¢iuoti rekursiniu algoritmu, pateiktu 1.3 paveiksle.
Rekursinis faktorialo skai¢iavimo algoritmas

int Faktorialas(n)

(1) if ( n==0 ) return (1);
else

(2)  return ( n * Faktorialas(n-1) );
end if

end Faktorialas

1.3 pav. Faktorialo skai¢iavimas rekursiniu algoritmas

Kadangi Siame algoritme naudojame lygiai tuos pacius loginius operato-
rius, kaip ir faktorialo apibrézime, tai jo teisingumo tikrinti jau nebereikia.
Faktorialo reiksme galime skaiciuoti ir iteraciniu algoritmu, pateiktu 1.4 pa-
veiksle.

Iteracinis faktorialo skaic¢iavimo algoritmas

int Faktorialas2 (n)

(1) s=1
(2) for ( i=2; i<=n; it+ )
(3) s=s*1i

end if

(4) return (s );

7

end Faktorialas2

1.4 pav. Faktorialo skai¢iavimas iteraciniu algoritmu

Abiejuose algoritmuose atliekame po tiek pat aritmetiniy veiksmy, tac¢iau
iteracinio algoritmo vykdymo trukmé bus trumpesné, nes rekursijos papil-
domieji kastai yra didesni uz ciklo operatoriaus papildomuosius kastus.
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Dabar nagrinékime rekursinj Fibonacio skaic¢iy radimo algoritma.

Rekursinis Fibonacio skaic¢iy algoritmas

int Fibonaci(n)

(1) if ( n<2 )return (1);
else

(2)  return ( Fibonaci(n-1) 4+ Fibonaci(n-2) );
end if

end Fibonaci

Algoritmo vykdymo eiga yra pavaizduota 1.5 paveiksle, kai n = 20 ir
n = 4. Matome, kad medzio viSuniy reiksmés kartojasi ir todél skaiciavimy
apimtis greitai didéja.

3 2

2 1
(Foas) (Fban) (Fban) (Fib(e)) (Fib@ ) (Fib@) ) (Eb® ) (Fib© )
1 1
a) b)

1.5 pav. Fibonacio skai¢iy radimo algoritmas: a) n =20, b) n =4

Nesunkiai galime jvertinti tokio algoritmo sudétinguma. Pazymeékime
T'(n) Fibonacio skaiciaus f,, skaciavimo kastus. Bazine algoritmo operacija
laikykime bet kokj aritmetinj veiksmg ir ignoruokime papildomus kastus,
kurie atsiranda realizuojant rekursijos kreipinius. Tada gauname tokia skir-
tumy lygti ir pradines salygas

T(n)=Tn—-1)4+T(n—2)+1,
TO)=1, T(1)=1.

Tokiy lygciy sprendimo metodus nagrinésime 2.5 paragrafe. Dabar tik
uzrasysime bendrajj sprendinj:

T(n) = Cl(l +2¢S)n +C2<1 —2\/S>n ~ cl<1 +2\/S)n‘

Taigi rekursinio algoritmo sudétingumas yra eksponentinis. Padidéjus vie-
netu duomeny skaiciui n, algoritmo vykdymo eiga pailgéja (1 4+ v/5)/2 =
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1.618 kartg. Taikymuose naudotini polinominio sudétingumo algoritmai,
kai T'(n) = O(n®), o laipsnis a nedidelis.

1.2 lenteléje pateikti skaiciavimo eksperimento rezultatai: T, yra f, skai-
¢iavimo laikas, p, = 7 " yra dviejy gretimy skai¢iy skaic¢iavimo laiky
n—1

santykis.

1.2 lentelé. Fibonadio skai¢iy rekursyvaus algoritmo sudétingumo analizé

n T, Pn

40 288 1,610
41 468 1,625
42 757 1,617
43 12,25 1,618

Fibonacio skaic¢ius galime rasti ir iteraciniu algoritmu.

Iteracinis Fibonacio skaicCiy algoritmas

Fibonaci2 (n)

1) 2 =1;
(2) for ( i=2; i<=n; i++ )
(3) sl =s2;
(4) s2 =s2 + sl;
end for

(5) return ( s2);
end Fibonaci2

Tokio algoritmo sudétingumas tik 7(n) = n veiksmy, taigi Fibonacio
skai¢ius randame labai efektyviai. Sis pavyzdys rodo, kad rekursija ne visada
naudotina realizuojant algoritmus, kuriais sprendziame uzdavinius apibréz-
tus rekursijos budu.

1.3.2. Kada reikalinga rekursija?

Naudojant rekursijg yra patogu kontroliuoti uzduociy atlikimo eiliskuma,
kai dalies uzduociy vykdyma atidedame vélesniam laikui. Ji yra nebitina,
kai uzduociy medyje bus vykdoma tik viena is$ jo Ssaky, nors konkreciai,
kuris pomedis bus reikalingas paaiskéja tik algoritmo vykdymo metu. Siuos
teiginius iliustruosime dvejetainio paieskos medzio pavyzdziu.
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Dvejetainio medzZio virsuniy aplankymo algoritmai. Reikia aplan-
kyti visas dvejetainio medzio virSunes ir atspausdinti jose saugomus elemen-
tus. Tris svarbius algoritmus gauname panaudodami rekursija. Jeigu medzio
virSunése uzrasyta aritmetiné israiska, tai Sie algoritmai atspausdins prefiz,
infix ir postfix iSraiskos formas.

Pirmajame algoritme pirmiausia atspausdiname sakninéje virsunéje sau-
gomgy informacija, o po to aplankome kairigja ir desiniajg medzio Sakas.

Prefix (tiesioginis) algoritmas

Prefix (node* tree)
(1) if (tree I= NULL )
(2) print(tree->data);
(3) Prefix (tree->left);
(4) Prefix (tree->right);
end if
end Prefix

Infix arba wvidiniame algoritme pirmiausia aplankome kairiaja medzio
saka, po to spausdiname Saknies informacija ir galiausiai aplankome desi-

nigja Saka.
Infix algoritmas

Infix (node* tree)
(1) if ( tree != NULL )
(2) Infix (tree->left);
(3) print(tree->data);
(4) Infix (tree->right);
end if
end Infix

Postfiz arba atvirkstiniame algoritme pirmiausia aplankome kairiaja me-
dzio Saka, po to — desiniajg Saka ir galiausiai spausdiname Saknies informa-

cija.
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Postfix algoritmas

Postfix (node* tree)
(1) if ( tree = NULL )
(2) Postfix (tree->left);
(3) Postfix (tree->right);
(4) print(tree->data);
end if
end Postfix

Elemento paieska dvejetainiame medyje. Tarkime, kad turime dve-
jetainj paieskos medj ir reikia patikrinti ar jame saugomas elementas D. Tai
galime atlikti naudodami tokj algoritma:

Elemento paieskos algoritmas

Find (node* tree, int D)

(1) while ( (tree != NULL) && (tree->key !=D) )
(2) if (tree->key < D) Find (tree->right, D);
(3) else Find (tree->left, D);

end while
(4) return (tree);
end Find

Algoritme panaudojame rekursija, taciau jo analizé rodo, kad kiekvieng
karta iS dviejy medzio Saky pasirenkama tik viena. Todél efektyvesné yra
tokia algoritmo modifikacija, kurioje jau nenaudojame rekursijos:

Elemento paieskos algoritmas 2

Find2 (node* tree, int D)

(1) while ( (tree != NULL) && (tree->key != D) )
(2) if (tree->key < D) tree = tree->right;
(3) else tree = tree->left;

end while
(4) return (tree);
end Find2

1.3.3. Varianty perrinkimas su grjzimu atgal

Daugeliui i$ musy teko paklaidzioti pasiklydus miske, nepazjstamame
mieste ar laisvalaikiu spresti uzdavinj apie kelio labirinte radima (zr. 1.6
paveiksla).
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e
L T
1 I

.

— .
a)
1.6 pav. Kaip pereiti per labirintg pradedant virSutiniame deSiniajame kampe ir

baigiant kairiajame apatiniame kampe? Paveikslo a dalyje pavaizduotas labirintas,
b dalyje pateiktas kelio pavyzdys.

Siame skirsnyje spresime ne vieng atskira uzdavinj, o sudarysime algo-
ritmy Sablong Tikrink (angl. template), tinkama daugelio panasiy uzdaviniy
sprendimui. Duomeny strukturoje pozicija saugome informacija apie uz-
davinio sprendimo eiga, n zymi rekursijos gylj, o sprendinio paieska tesiama
is P tasko (pvz. P yra labirinto kambario koordinatés), S yra aibé éjimuy,
kuriuos galima atlikti is P.
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Varianty perrinkimo algoritmas

int Tikrink (int n, Point P, Inf pozicija)
if ( End (pozicija) == Pabaiga )
Spausdink (pozicija);
return(1);
else
S = BandymuAibe(P, pozicija)
while ( S!=0)
U = NaujasBandymas(S);
NaujaPozicija(U, pozicija);
if ( Tikrink (n+1, U, pozicija) == 1 ) return (1);
else
SenaPozicija(U, pozicija);
end while
return (0);
end if else

Trumpai aptarsime algoritmo struktura. Funkcija BandymuyAibé gene-
ruoja visus naujus éjimus, kuriuos galima atlikti is tasko P. Leistiny éjimy
aibe apibrézia uzdavinio salygos ir duomeny struktiroje pozicija saugoma
informacija apie jau aplankytas paieskos vietas. Kai $i aibé tampa tuscia,
tada procedura Tikrink grazina reikSme 0. Algoritmo cikle generuojame
nauja pozicija ir atliekame sprendinio paieska Sia kryptimi (vykdomas naujas
rekursijos kreipinys). Galimos dvi paieskos baigtys:

a) eidami Sia kryptimi pasiekiame paieskos tiksla, t.y. procedura Tikrink
grazina reikSme 1, tada Sia informacija perduodame ir kviecianc¢iajam pro-
cesui;

b) paieska yra nesékminga ir procedura Tikrink grazina reikSme 0, tada
algoritme griztame vieng zingsnj atgal ir tikriname naujg leisting éjimg i$
tasko P.

Pateiksime du pavyzdzius, kai varianty perrinkimas padeda rasti uz-
davinio sprendinj.

1.6 pavyzdys. Zirgo marsrutas Sachmaty lentoje. Turime
n x n dydzio Sachmaty lenta, kurios P = (p,q) langelyje stovi zir-
gas. Leistini zirgo éjimai yra pavaizduoti 1.7 a paveiksle. Reikia rasti
tokj zirgo marsruta, kai jis apeina visa Sachmaty lenta, kiekviename
langelyje pabudamas tik vieng karta. Zirgo marsruto pavyzdys yra
parodytas 1.7 b paveiksle.
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a) b)

1.7 pav. Zirgo marsrutas Sachmaty lentoje: a) leistini éjimai, b) marsruto pavyzdys.

Nauja zirgo padétj U = P+ R generuojame naudodami koordinaciy
poky¢iy vektoriy

R[O] = (27 1)7 R[l] = (172)7 R[Q] = (_172)7 R[S] = (_27 1)7
R[4] =(-2,-1), R[5] = (—1,-2), R[G] =(1,-2), R[7] =(2,-1).

Taskas U = (u,v) turi priklausyti Sachmaty lentai, todél dar patikri-
name salyga:

I1<u<n, 1<v<n.

Informacija apie jau aplankytus langelius saugome matricoje H, ku-
rios visi elementai pradzioje yra lygus nuliui. Jeigu (p, q) langelj zir-
gas aplanké k éjimo metu, tai H(p,q) = k. Taigi nauja pozicija yra
leistina, jei parinkome langelj U = (u,v), kuris dar neaplankytas, t.y.
H(u,v) =0.

Sis uzdavinys yra atskiras atvejis bendresnio keliaujancio pirklio
uzdavinio, kurio sprendimo metodus nagrinésime kituose vadovélio
skyriuose.

1.7 pavyzdys. Kelio paieska labirinte. Nagrinékime labirinta,
kuris pavaizduotas 1.6 paveikslo a dalyje. Reikia pereiti per labirinta
pradedant virSutiniame desiniajame kampe ir baigiant kairiajame apa-
tiniame kampe. Sj kelia nesunkiai randame naudodami varianty per-
rinkimo su grizimu atgal algoritma, marsrutas pavaizduotas paveikslo
b dalyje.
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Algoritmo sudétingumas

Pateiktojo varianty perrinkimo algoritmo sudétingumas labai priklauso
nuo varianty iSrinkimo tvarkos. Svarbi rekursinio algoritmo savybé yra yra
ta, kad pakartotinai netikrinami jau perziuréti variantai. Bet blogiausiu
atveju tenka nagrinéti visus galimus paieskos variantus, kuriy skaicius greitai
didéja, kai didiname uzdavinio charakteringa parametra n.

Kaip pavyzdj imkime zirgo marsruto sachmaty lentoje uzdavinj. n X
n dydzio lentoje egzistuoja O(n'®) skirtingy marsruty. Tarkime, kad per
viena sekunde galime patikrinti viena miliardg varianty. Tada 6'6
tikrintume 47 minutes, 76 variantus — 9,5 valandas, o 8'¢ variantus — 78
valandas. Pateiksime rezultatus, kuriuos gavome ieskodami zirgo marsruty
6% 6 Sachmaty lentoje. Pasirinke pradine zirgo padétj langeliuose (1, 1), (1, 6)
arba (2,2), marsruta randame greiciau nei per 0,1 sekundés dalj. Taciau,
pradéje paieska i$ langelio (5, 5), kuris yra simetrinis langeliui (2, 2), uzdavinj
sprendéme 54 sekundes. Jei Sachmaty lentos dydis yra 8 x 8, tai marsruta,
prasidedantj (1,1) langelyje, randame per viena sekunde. Pradéje paieska
is langelio (2,2) ir po desimties valandy dar neradome tokio marsruto.

variantus

Euristikos

Kai visy varianty perrinkimas yra nejmanomas dél per daug didelio ju
skaiciaus, naudojame euristikas, t.y. algoritmus, leidziancius greitai pa-
tikrinti perspektyvius variantus, bet negarantuojancius tikslaus sprendinio
radimo. Kai kuriems uzdaviniams euristiniais algoritmais pavyksta rasti
optimalius sprendinius, o kitiems uzdaviniams gauname gerus sprendinio
artinius.

Sprendziant paieskos ar minimizacijos uzdavinius populiartus euristiniai
algoritmai yra gaunami naudojant godzig strategija. Kiekviena karta ren-
kameés ta variantg ar paieskos krypti, kuri siame zingsnyje atnesa didziausiag
pelna. Aisku, kad tokia lokali pasirinkimo strategija nebutinai yra optimali
viso uzdavinio sprendimo atzvilgiu, bet jos realizavimo sanaudos yra labai
mazos.

1.8 pavyzdys. Zirgo marsruto radimas euristiniu algoritmu.
Pasirinkdami eilinj zirgo éjima prioriteta teiksime tam langeliui, j
kurj patekti yra maziausiai varianty. Jei tokiy langeliy yra keli, tai
renkamés bet kurj is ju.

Aptarsime algoritmo realizacija. Priminsime, kad matricos H(p, q)
elemente saugojome informacija, kuriame ¢jime zirgas aplankeé (p, q)
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langelj. Dabar papildomai saugosime informacija ir apie tai, kiek liko
varianty, leidzian¢iy patekti j laisva lentos langelj (elementui H (p, q)
priskirisme atitinkama neigiama skai¢iy). Tada naujo Zirgo éjimo
paieska (maziausio skaic¢iaus iSrinkimas) ir informacijos modifikavimas
yra atliekami tik baigtinéje langeliy aibéje (ne daugiau nei astuoniuo-
se), todél viso euristinio algoritmo sudétingumas yra tik O(n?).

Siuo euristiniu algoritmu buvo apskai¢iuotas zirgo marsrutas, pa-
vaizduotas 1.7 b paveiksle.



